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(Basado en la exposicion para €l grupo de Astronomia realizada el 21/11/97)

El mes de Agosto de 1986 al gunos estudiantes colocamos un aviso [lamando a una reunién a “todos los
interesados en la astronomia, y ese dia, sin mas trdmite, se formo e Grupo de Astronomia de Ciencias.

Nos sorprendié la concurrencia numerosay variada. Llegaron, matematicos, fisicosy quimicos. Cada uno
conto sus experiencias sobre el tema. Algunos experimentados podian distinguir planetas asimple vistay
sabian ubicarse con facilidad en €l cielo nocturno. Hubo quienes ya habian observado a Saturno con
telescopio y podian dar fe de que, efectivamente, .....tenia anillosj. No falt6 algin esotérico entusiasmado
por el encuentro, y otros, mas convencionales, que solo queriamos aclarar las dudas que nos dejaron
algunas lecturas.

Hay muchas anécdotas sobre esos afios de formacion del grupo, y nos |lena de satisfaccion que varios de
sus integrantes hallan culminado sus doctorados en astronomia o astrofisica y actualmente estén
realizando investigacion en diferentes partes del mundo.

Ahora paso ami historia. Lainvitacion a esta charlade los viernes fue para tratar un tema de astronomiay
contar porqué me uni a grupo. Mi interésinicial fueron las polémicas Lineas de Nazca. Habia escuchado,
como muchos de ustedes, que tendrian significado astronémico. Queria saber que habia de cierto.

Algunos datos.

Paul Kosok, lasvio por primeravez hace unos
70 afios, desde aguno de los primeros
aeroplanos que volaron cielo peruano. Kosok
estudiaba canales de irrigacion precolombinos,
y comunico a Maria Reich, €l hallazgo. Ambos
elaboraron entre 1965-68 la teoria segin la cual,
las lineas representaban un calendario
astronémico[2]. Esta opinién tuvo mucha fuerza
hasta que Gerald Hawkins, entré en escena en
1973. Hawkins se hizo famoso por haber
comprobado que los monolitos de Sonehenge
(Inglaterra) tenian finalidad astrondémica. Para
demostrarlo, utiliz6 una computadora vy
encontro que, estadisticamente, |as posiciones de gran parte del ordenamiento de piedras, guias, y muros
sefidlaban a posiciones especiales del cielo donde, en esa época, ocurrian eventos astrondémicos
importantes, como solsticios, equinoccios, orto u ocaso de estrellas o constelaciones. Cuando aplico el
método a Nazca solo encontré un minimo de coincidencias entre lineas y direcciones astronémicas
“importantes’, las cuales serian resultado del azar[3]. Alberto Rossel (1977), planted que las lineas fueron
empleadas para representaciones coreograficas[4] (mismo aerdbicos precolombinos). William Isbell
(1978) propuso que la elaboracion de las lineas no tendria un proposito especifico, sino que servirian para
ocupar €l excedente de mano de obra de |a gente que estuvo construyendo piramides en lazona[5]. La
aridez del suelo nazquense hizo proponer a Georg Petersen (1980) que el propdsito de laslineasy sobre
todo de lasfiguras, era el culto a agug6]. Johan Reinhard (1987) refuerza este punto de vista integrando
el binomio cerro-agua como objeto de los rituales paralos cuales las lineas y figuras fueron dibujadag[7].
Existen al menos cinco teorias mas, pero giran alrededor de las anteriores, con algunos matices. No
faltaron las extravagancias, como las de un tal VVon Daniken, que andaba involucrando extraterrestres en
el asunto. Lo que me llamo6 la atencién es que a medida que €l tiempo pasaba los argumentos
astrondmi co-practicos iban perdiendo fuerza frente los argumentos ritual es-invocativos. Entendi que sélo
conaciendo un poco més sobre el movimiento de los astros, podria opinar sobre el significado de las
lineas.

Cuestiéon de orden



Pensé que para andizar los argumentos
astronémicos, lo primero seria entender N
cuantitativamente el movimiento de los cuerpos Ley de Titius-Bode
celestes. Curiosamente, apenas empezando la
blsqueda, encontré una suerte de ndmeros
magicos que reproducian las distancias promedio
delos planetas a Sol. Segun estaregla, [lamada
de Titiusy Bode[8], debemos partir de la serie: O, 0.4,0.7,10,16, 28, 5.2, 10, 196
1, 2, 4, 8, etc.; multiplicar cadatérmino por 3;

, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 (x3)
, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192 (+4)
7, 10, 16, 28, 52, 100,196 (+10)

OO

)

sumarles cuatro y dividirlos entre 10, para .
. iy Mercurio: 0.387
obtener, con excelente aproximacion, las )

- ] Venus: 0.723
distancias de los planetas a Sol. No fue un buen bi ) Tierra: 1.000
comienzo, teniendo en cuenta que yo esperaba Istancias Marte: 1.524

. . observadas . :
aplicar rabiosamente las Leyes de Newton, que Agteroides: 2558
habia aprendido en mi curso de mecanica. Japiter: 5.203
Hasta ahora sigo intrigado con estatabla y no sé Satum_O: 9539

. L2 . p Urano: 19.539
si existe unaexplicacion raciona o es solo una

feliz coincidencia. De cualquier modo no se qué
mas dificil responder: e porqué los nazquenses hicieron esas lineas 6 de donde saco Titius estos
ndmeros.

Las leyes de Kepler

Las dos primeras leyes fueron enunciadas por Kepler en su libro Astronomia Nova, publicado en Praga
en 1609. Laterceraley fue publicada en su libro Harmonice Mundi en 1619[9].
Los enunciados son los siguientes:

« PRIMERA LEY: Los planetas se mueven en orbitas elipticas y €l sol ocupa uno de los focos de
cada orbita.

* SEGUNDA LEY: Cada planeta se mueve en su 6rbita con unavelocidad tal que lalinea quelo
une al sol, barre areas iguales en tiempos iguales.

Estas dos leyes son importantes por su simpleza, porque prescinden de combinar curvas diferentes,

como se haciaantes con los epiciclos y deferentes para explicar e movimiento de los planetas.

Ademés, refutan laidea de Orbitas circulares como propusieron Tolomeo y Copérnico.

« TERCERA LEY: S T, y T, sonlos periodos requeridos por dos planetas para completar sus

orbitasy R, R, lasrespectivas distancias medias entre los planetasy €l sol, larazén de los
cuadrados de los periodos es igual alarazon entre los cubos de las distancias promedio al sol,

esto es:
TZ 3
Lz = ia ) (1)
T, R,

Esta ltima ley fue una comprobacién numérica de datos acumulados, pero no causo tanto escandal o,
porgue no tocaba cuestiones “esenciales’, como laformade la érbita o la posicién de los planetas en
el cielo, cuyo cuestionamiento podia conducir al discrepante, directo a brasero[9][10].

Estastres leyes fueron obtenidas por Kepler sin utilizar el concepto de fuerza que seria un aporte posterior
de Newton. En nuestros dias, se esperaque un estudiante de ciencias o ingenieria de primeros afios sea
capaz dellegar a la demostracion de las leyes de Kepler mediante las leyes de Newton. Mostraremos
uno de los métodos expuestos por Weinstock en lareferencia[11] para demostrar la primeraley de
Kepler.

Las fuerza de atraccidn gravitacional que experimenta un cuerpo de masa M hacia un centro de fuerzas F
estd dado por[12]:
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donde k =GM , G laconstante de gravitacion y M lamasa
del cuerpo ubicado en el origen F , considerado inmovil.
Separando las componentes del vector r ,
L ko
g=-XX g=_N €
r r
F

donde € maédulo del vector posicion es,
r’=x>+y? (r>0), (4)
y las equivalencias entre coordenadas cartesianas y polares son,

X=TCOS¢, y=rseng . (5)

Para demostrar la primeraley de Kepler debemos recordar algunas propiedades de la elipse[13].

La ecuacion de unarecta en coordenadas cartesianas esté dada por:

Ax+By+C=0, (6)

donde A, B, y C son constantes. La distancia de un punto de coordenadas (X, y) adicharectaes:

Ax+By+C

La elipse se define como e lugar geométrico de los
puntos cuya distancia a un punto F , dividido por la

(%)

distanciadel mismo punto a unarecta, esta dada por una
constante € <1 llamada excentricidad. Asumiendo que

el punto F seencuentraen € origen de coordenadas y
teniendo en cuenta las ecuaciones (4) y (7), laecuacion
de una €elipse esta dada por:

_ ()R
- OAx+By+CO
[AZ + BZ]]/Z

8

Volviendo alafuerza de atraccién gravitacional dada por |as ecuaciones (3), observamos que:

d
0=xy =%y =—-(y=xy), ©)

Ax+By+C=0




de agqui deducimos que la cantidad entre paréntesis debe ser una constante,
Xy —xy =h. (10)

Partiendo de la ecuacion (5), laecuacidn (10) se puede escribir en coordenadas polares como,

r’g=>b. (11)

Dividiendo la ecuacione (3) por (11), multiplicando por r 2 y reemplazando (5), obtenemos:
X k y k

—=—-—C0s@, —-=—-—SenQ , (12)

¢ b ¢ b
gue usando laregla de la cadena podemos simplificar a:

ax —Ecoscp @ _ —Esencp (13)
dp b ‘dp b '

L as ecuaciones anteriores pueden ser integradas,

x = —(k/b)(sen¢ - B), (14

y = (k/b)(cosg ~ A), (15)

donde A y B son constantes de integracion.

Si reemplazamos las ecuaciones (14) y (15) en (10) y utilizando las ecuaciones (4) y (5) obtenemos:
(X2 +y?)¥2 = Ax+ By + (b*/K). (16)

Recordemos que la ecuacion (16) ha sido obtenida a partir de laley de gravitacion y representa relaciones
entre las coordenadas de la masa puntual M. Sin embargo, al reescribirla de la siguiente manera:

(2 +y)":

HAX+ By +(b°/K)
[A* +B%]% E

= (A* +B%)¥?, (17)

y a ser comparada con la ecuacion (8) podemos afirmar que representa una €lipse cuya excentricidad es,
£ = (A? + B?)Y2. (18)

Lasegundaley de Kepler puede deducirse de la ecuacion (11) s acomodamos la expresién como:
1, 1

—r“de ==hbdt. (19)

2 @ 2

El primer miembro de la ecuacion (19) representa el sector circular barrido por el radio vector del planeta

durante un diferencial detiempo dt . Integrando ambos miembros, obtenemos la relacion lineal entre area
barriday tiempo transcurrido,

Alt) = %bt ‘e, (20)

Las ecuaciones de Kepler



El objetivo fundamental de la mecanica celeste es predecir la y
posicion de los planetas en funcion del tiempo. En €l sistema Q A
heliocéntrico propuesto por Kepler, esto implica poder
calcular las coordenadas X(t) , e Y(t) del planeta

. P
Kepler encontrdé unaformade resolver este problema con
argumentos geomeétricos. Para ello utilizé un angulo auxiliar :

llamado anomalia excéntrica E, que se obtiene E
circunscribiendo una circunferenciaala orbita éliptica. La c
posicion del planeta se proyecta sobre la circunferencia

marcando €l punto Q (ver fig. 4). Laanomalia excéntricaes el

angulo formado por € ge deladipsey lalongitud radia CQ.

Al angulo U se denomina anomalia verdadera aunque no es

mas que el angulo polar.

U
\ 4>X

Kepler demostro quesi T eslafechaen que el planeta pasa

por €l perihelio (posicién de minimadistanciaa Sol), y su Fig.4
periodo de revolucion es P, entonces la anomalia

excéntrica E satisface la ecuacion:

2n
?(t—T):E—ssenE. (21)
La conexion entre laanomalia excéntricay la anomalia verdadera viene dada por la siguiente relacion,

E
>

v Jd+e

tg—= V2 ¢
92( )’ 19

— 22
1-e (22)

finalmente e madulo del radio vector del planeta se obtiene de:

r =a(l-ecosE), (23)

donde aesel semigje mayor dela€elipse. La demostracion de éstas ecuaciones partiendo de relaciones
geométricas puede verse en lareferencia[14].

L as ecuaciones de Kepler se resuelven de la siguiente manera:

i) Para un tiempo t cualquiera, se calcula E de la ecuacion (21) utilizando métodos iterativos, por
gjemplo el método de Newton [15].

i) Reemplazando E enlaecuacion (22), se despeja U .

iii) Secalcula I delaecuacion (23)

iv) Se calculan las coordenadas cartesianas en el plano de la 6rbita:

X(t) =rcosv, y=rsenu (24)

La 6rbita en el espacio

Como hemos visto, las ecuaciones de Kepler permiten describir la posicion del planetaen € plano orbital
y en un sistema de coordenadas, contenido en é, que usacomo origen a Sol. Desde el punto de vista
practico, conviene utilizar un sistema de coordenadas maés afin alos terrestres. El sistema mas utilizado
con estas caracteristicas es uno que tiene ala Tierracomo origen, y a Ecuador como plano base. Para
llegar a este sistema debemos proceder por pasos. Aunque todos los planetas tienen a Sol como foco de



sus Orbitas elipticas, |os planos orbitales de cada uno de ellos no coinciden. El primer paso es sel eccionar
un plano basey referir aél las posiciones planetarias. El plano elegido se denomina ecliptica 'y se define
como aquél que contiene la drbita terrestre alrededor del Sol. Sobre la ecliptica debemos definir una
direccion fijaa partir de lacual se construyen los tres 2

ges ortogonales. Primero observemos que €l plano z

ecuatorial y la ecliptica forman un angulo llamado ’\/GT W
oblicuidad €, cuyo valor es de 23°.5. Por lo tanto, la

interseccion de estos dos planos produce unalinea

cuyos extremos apuntan en direcciones fijas y opuestas

del espacio. Visto desdelaTierra, el Sol pasara por esos

puntos en dos fechas bien determinadas del afio ecuador
(recuerde la definicién de ecliptica), €l 21 de Marzoy €l

21 de Setiembre. La direccién que corresponde a la M
posicion del Sol el 21 de Marzo se denomina punto
vernal 'y o punto Aries, y esladireccion fijaelegidaen
astronomia. Fig.5

ol >

Y (puntovernal)

Para que la trayectoria de un planeta quede
completamente definida en e espacio necesitamos indicar |os siguientes parametros conocidos como
elementos orbitales:

Q : Argumento del Nodo. Se mide desde el punto vernal Planeta
hasta €l punto corte con la ecliptica llamado nodo. Los <

nodos pueden ser ascendentes o descendentes de acuerdo a

si €l corte es de sur anorte o viceversa. Por convencion

y

Q serefiere a nodo ascendente.

I - Inclinacion. Es el dngulo que €l plano la 6rbita hace con
la Ecliptica.

W : argumento del perihelio. Este &ngulo se mide sobre la y
Orbitadel planeta, a partir del nodo ascendente.

a: Semigje mayor de la€lipse
€ :Excentricidad de la érbitaeliptica

T : Fechade paso por €l perihelio

Aungue no se ha representado en el diagrama, no debemos olvidar que laanomaliaverdaderaL mide el
angulo entre el perihelio y laposicion instantanea del planeta, y es
coplanar con (. 2

Antes de hacer las proyecciones sobre la ecliptica debemos
responder la siguiente pregunta: conociendo las coordenadas de un
punto en un sistema XyZ ¢como puedo encontrar €l valor de sus

nuevas coordenadas en un sistema X'Y'Z'que rotd respecto a

inicial alrededor de uno delostres gjes?. y
Larespuesta a esta pregunta es desarrollada en | os textos estdndar )
de clculo 6 geometria analitica]13]. Aqui damos los resultados. > Y

Las coordenadas en e sistema rotado (X'Y'Z') se obtienen de

multiplicar matricialmente las antiguas coordenadas (X, Y, ) por

una matriz de rotacion que es particular a eje sobre el cuél se hizo o )
la rotacion. Mateméti camente: X=X Fig.7



(Xt (X[
VRO 30 25)
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donde R, () representa una rotacion arededor del eje X,un angulo © en sentido antihorario, sus
componentes estan dadas por:

1 0 0[O
RO)=(9) co® send, 26)
M -senb cosB{

similarmente, si las rotaciones se realizan sobre el ge YO e e Z, las matrices rotacion son,
respectivamente:

[cosB 0 -—-senb(d

RO)=50 1 0 f 27

$en@ 0 cosb H

0cosB sen® 0

R,0)=Fsend cosB Of. 29)

B0 0 1f

Al aplicar las operaciones de rotacion a nuestro problema, tengamos en cuenta que las coordenadas
(X, Y, Z) representan |as coordenadas en e plano de la drbita del planeta. Parallegar a sistema basado en

el plano de laeclipticay cuyo ge X coincida con el punto vernal, debemos seguir |0s siguientes pasos
(observelaFig. 6):

i) Unarotacién sobre el gie 2 un angulo —W (en sentido horario).
i) Unarotacion sobre el gje X un angulo —i
iii) Unarotacion sobre el gje Z un angulo — Q

Denotaremos por (X1, Y1, Z1) este nuevo conjunto de coordenadas obtenido después de aplicar las
operacionesi)-iii). Utilizando la notacién matricial,

10 xO
=R (R, ()R (~w) T @9)
7E H

Nuestro objetivo esllegar a un sistema centrado en la Tierra que tenga al Ecuador como plano base. Para
lograr esto necesitamos dos operaciones, primero unarotacion que coloque el plano de la ecliptica sobre
el Ecuador y finalmente unatraslacion del sistema haciala Tierra. Larotacion indicada se consigue
inmediatamente afadiendo unamatriz correspondiente a una rotacién sobre el e Z un anguloigua ala
oblicuidad € (Ver Fig. 5). Denotando como(X2,Yy2,z2) las coordenadas del punto en este nuevo

sistema, tenemos:



X200 X0
V2= R (-aR QR (DR(0)FT @
F2H £

que se diferenciadel producto de matrices de la ecuacion (29) solamente en el término R, (—€) . Observe
gue laposicion de la matriz es importante porque € producto de matrices no es conmutativo.

Para simplificar la notacion llamaremos P alamatriz que consiste en el producto de rotaciones,

P=R (-6R,(-Q)R (-)R,(—w) . (31)

Esta matriz es Unica para cada planetay sus elementos pueden ser calculados a partir de |os elementos
orbitales publicados. Ver por ggemplo [8].

Con esta notacion, las coordenadas del planetaen el sistema (2) se escriben como:
r2="pPr. (32

El segundo paso, que corresponde alatraslacion del sistema (2) al sistema Tierra-Ecuador, que
Ilamaremos sistema (3) esta dada por:

F3 =72 -72,, (33)

donde el subindice p hace referenciaal
planeta estudiado y I 2 esel vector
posicion dela Tierrarespecto a Sol.

Reemplazando la ecuacion (32)en (33) , Y

F3 =P 7 —Pf. (34)

Coordenadas ecuatoriales absolutas

L os astrénomos tienen sus preferencias, como todo el mundo. Acostumbran a expresar las coordenadas de
los cuerpos celestes mediante dos angulos |lamados ascension recta O y declinacion & definidos como
sigue:

planeta
P

‘1 D— D (35)

H/sz +y3; H

=cos™ D—D (36) y
H/XZBZ + y32 H Ecuador

Fig. 9




En términos generales, lo expuesto puede aplicarse a otros cuerpos celestes como cometas o meteoritos,
solo es necesario conocer sus elementos orbitales. Ademas un desarrollo mas general delaley de
gravitacion nos lleva ala conclusion de que las drbitas pueden ser también parabolas o hipérbolas
dependiendo de la energiatotal del cuerpo y de su momento angular. También debemos recordar que se
ha considerado que uno de los cuerpos que interactlian, en este caso € Sol, permanece inmdvil en el foco
delaéelipse. Este no es el caso para sistemas de dos cuerpos con masas comparabl es.

En la siguiente exposicién veremos algunas aplicaciones.
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